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CONJUNTOS Y NUMEROS. Curso 2014-2015. HOJA 2.

Sean A y B dos conjuntos finitos de m y n elementos respectivamente.
a) Hallar el nimero de funciones f: A — B.
b) Hallar el niimero de funciones inyectivas f : A — B.

Sea X un conjunto finito con n elementos.
,, Cuantos subconjuntos tiene X x X7 ;Cudntas funciones hay de X en X x X?

Para todo n, k € N, con k < n, el nimero combinatorio (z) se define como el niimero de subconjuntos

de k elementos en un conjunto X que tenga n elementos.
A partir de la definicién, demuestra las siguientes propiedades de los nimeros combinatorios:

a) (=0 =1: DE=0%: o9@=>"D+GD: HEio()=2",
es decir, el conjunto X tiene en total 2" subconjuntos.

Utilizar la definicién de los niimeros combinatorios (Z) para demostrar que para todo n € N :

(1+2)" = En: (Z)a:k

k=0
Derivar k veces esa igualdad, y evaluarla en x = 0 para demostrar que se tiene la siguiente expresion
algebraica para los niimeros combinatorios:

AR

Utilizar el principio de inclusion—exclusion para responder:
(a) {Cuantos nimeros naturales coprimos con 1000 hay entre 1 y 10007

(b) {Cuantos nimeros naturales coprimos con 360 hay entre 1 y 3607

En una reunién de 4 personas, cada uno ha venido con su paraguas y los han dejado en un paragiiero.
Al final de la reunion, cada persona escoge un paraguas de forma aleatoria.
a) ;Cudntas maneras hay de distribuir los paraguas de forma que ninguno se quede con el suyo?
b) Responder a la misma pregunta para el caso de n personas y n paraguas.

En cada uno de los siguientes casos, se da una relacién entre elementos del conjunto que se especifica
debajo. Decidir cudles son relaciones de orden; en caso de serlo, estudiar si es 0 no un orden
total; de lo contrario, explicar qué propiedad le falla para ser un orden.

x>y x<y lz| < y| ACB a<c A b<d a+bv/2<c+dV2
2y eR || myeR || ayeR || A,BePX) || (@b),(cdez? |'| (ab),(cd) ez
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Ojo: por convenio, * C’ incluye el caso ‘=’ ; si se escribe * C’, es para ayudar a recordarlo.

Sea X un conjunto no vacio y f : X — R una funcién. Se define en X la siguiente relacién:
Ry < f(x) < f(y).
Demostrar que la relacién R es una relacién de orden si y sélo si f es inyectiva.

Para la relacién de orden dada en Z* por , dar respuesta a las siguientes preguntas:

(a) ;Tiene Z* un maximo y/o un minimo para esta relaciéon?

(b) ;Qué subconjuntos de Z* tienen un maximo y cudles un minimo?

(c) Dado un intervalo A = {k € ZT : n < k < m} , ;qué debe cumplir un k € A para ser un
elemento maximal de A? ;Y para ser minimal?

(d) ;Cudles son los minimales de Z* \ {1} ?

(e) ;Qué proceso podriamos seguir para aislar los minimales de un intervalo dado?

Decimos que una relacién de orden R en un conjunto X es un buen orden, si cada subconjunto no
vacio A C X tiene un minimo, como sucede por ejemplo con el orden ‘<’ en N .
Probar que también estan bien ordenados por ‘<’ los siguientes subconjuntos de R :

(a) La uniéon X UY de dos subconjuntos X,Y C R, si cada uno de ellos estd bien ordenado.

(b*) El conjunto X = {ay, + by, : n,m € N}, si {an}, {bn}, son dos sucesiones crecientes.
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Hallar cuéntas relaciones de orden se pueden definir en un conjunto X con sélo dos elementos, que
no sean isomorfas, es decir, que no se transformen una en otra mediante una biyecciéon de X en X.
Repetir la tarea con un X de 3 y de 4 elementos. Usar diagramas para mostrar las respuestas.

Probar la afirmacién siguiente (o dar un contraejemplo que la refute):
St un conjunto ordenado A tiene un solo elemento minimal a, entonces a es el minimo de A.

. Es posible encontrar, entre algin par de los siguientes conjuntos ordenados, una biyeccién que
transforme una en otra las relaciones de orden dadas sobre ellos? ;Entre cuales?

(a) Z , con el orden < habitual.

(b) R x R, , con el orden dado por: (a,b)R(c,d) siysélosi|a—c <d—b.

(¢c) R, con el orden < habitual.

(d) El conjunto de los racionales de la forma 14+ n/(n+ 1) , n € N, con el orden < habitual.

(e) El conjunto de los discos abiertos del plano, con su centro en el eje X, ordenados por inclusién.
Dado un alfabeto que, como el nuestro, tiene un orden establecido, y llamando “palabras” a todas
las posibles secuencias finitas de sus signos, se llama orden lexicogrdfico al usado en los diccionarios,
listas de nombres, etc., para ordenar el conjunto de palabras.

Usando el signo ‘<’ para el orden de las “letras”, dar una definicion de cuando la palabra

‘aias . ..a, precede a la ‘bibs...by, : decir qué deben cumplir sus letras para ello.

Con esa definicién, probar que este orden es total; en consecuencia, cada conjunto finito de palabras
tendra un minimo. Pero sserd eso cierto para cualquier conjunto infinito de palabras?

(*) Probar que es cierto (y por lo tanto se trata de un buen orden), o dar un contraejemplo.

En R\ {0} definimos la siguiente relacién: 2Ry si x e y tienen el mismo signo y |z| < |y|.
a) Demostrar que es una relacién de orden, pero que no es de orden total.
b) Hallar el supremo, infimo, maximo y minimo (si los hay) del intervalo [—3,2).

Considera la funcién f:NxN-—N
(n,m) — f(n,m)=2"3"
y las siguientes relaciones en N x N:
(n,m)R1(n’,m’) & f(n,m) < f(n',m’)
(n,m)Ra(n',m’) & f(n,m) | f(n',m)
a) Demostrar que R y Ro son ambas relaciones de orden. ;Son relaciones de orden total?

b) Hallar los elementos distinguidos (elementos maximales, elementos minimales, supremos, infimos,
maximos y minimos) del conjunto A = {(n,m) € Nx N :1 < n+m < 4} para cada una de la
relaciones de orden Ry y Ro.

Sean m y n numeros naturales. Demuestra que si m y n son potencias de 3, entonces m + n no es
nunca una potencia de 3.

Probar que la suma de los cubos de tres nimeros naturales consecutivos es divisible por 9.

Estudiar si la siguiente funcién es inyectiva y/o sobreyectiva.
f:P(N) — P(N)
A — f(A)={(n—1)/2:(n€ A) A (n es impar)}.
;Quién es f1({2})?
Sean f,g: N\ {0,1} — P = {primos} dos funciones definidas por

f(n) = el mayor primo que divide an, y g¢g(n)= el menor primo que divide a n.
a) Decidir si son inyectivas y/o sobreyectivas.  b) ;Quién es f~1({3})? ;Quién es g=1({3})?



